1 TEMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOS Y FORMULAS TRIGONOMETRICAS— MATEMATICAS 1

1° Bach.

TEMA 5 — RESOLUCION DE TRIANGULOS Y FORMULAS TRIGONOMETRICAS

5.1 — DEFINICION DE ANGULO Y UNIDADES DE MEDIDA DE LOS ANGULOS

Angulo es la parte del plano comprendida entre dos semirrectas que se encuentran en el mismo plano y se
intersectan (rectas secantes), el punto de interseccion de éstas recibe el nombre de vértice.

A Donde:

AA' BB : Lineas rectas que se cruzan en el plano.

O : Vertice
5 Zo: Angulo o

a1 AR
It 04", OB": Lados del angulo

El dngulo & de la figura mide un radian ya
que el arco r es de la misma longitud que el
radio

Para medir angulos se utilizan las siguientes unidades:

GRADO SEXAGESIMAL

La unidad de medida de los angulos se llama grado,

y resulta de dividir un dngulo recto en 90 partes iguales,
por lo tanto, un dngulo recto mide 909.

Uno de los sistemas de medicion de los angulos se llama
sexagesimal.

RADIAN (RAD)

Es la medida de un angulo cuyo arco mide un radio.
27 rad =360°; 7 rad = 180° |
3007 ¢rad?

Conversion grado=» radian

T 180° 307«

—= o=——=—rad

a 30° 180 6

Conversion radian=»grado

zrad e

Z 180 180" = o= — g0
7 o

3

CONVERSION DE GRADOS A RADIANES Y VICEVERSA.

1.- De x grados a radianes:

X7
180

2.- De ¥ radianes a grados:

.180
X =
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5.2 - RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO (0° a 90°)

¥y

El triangulo ABC es un tridngulo rectangulo en C; lo usaremos para definir
las razones seno, coseno y tangente, cosecante, secante y cotangente del
angulo a, correspondiente al vértice A, situado en el centro de la
circunferencia.

El seno (abreviado como sen, o sin por llamarse "sinus" en latin) es la
razén entre el cateto opuesto sobre la hipotenusa,

La Cosecante: (abreviado como csc o cosec) es la razdn reciproca de seno, o también su inverso multiplicativo:

1 AB ¢ )
=——=— (elinverso de la razén seno )

csco = =
sena CB a

La secante (abreviado como sec) es la razén entre la hipotenusa sobre el cateto adyacente
_ AB
cosad AC

La cotangente (abreviado como cotan o ctg) es la razén entre el cateto adyacente sobre el cateto opuesto,

c
seca = = — (el inverso de la razén coseno &)

1 AC b
cl’ga - =
tgx CB a

Radianes Grados sexag. seno coseno tangente cosecante secante cotangente

0 0°

T 30°

—T 45°

T 60°
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5.3 — RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA (0° a 360°)

Se llama circunferencia goniométrica o trigonométrica a aquélla que tiene su centro en el origen de
coordenadas y su radio es la unidad. En la circunferencia goniométrica los ejes de coordenadas delimitan
cuatro cuadrantes que se numeran en sentido contrario a las agujas del reloj.

QOP y TOS son triangulos semejantes.QOP y T'OS' son tridngulos semejantes.

QOP y T'OS' son tridangulos semejantes. sen o= % = ? =PQ cosec = % = % = % = 0§
0Q opP 0s 08
= —==0 - — == ==22=(8
cosa Q secda 00 ot ;
PQ ST 8T 0oQ ST ST
t - =_=_=5T t == - _=_<=5§87T"
ot oT T W oy Tor T

El punto P tiene por coordenadas (x,y) por tanto el
valor x estd comprendido entre los valores [-1,1] al
igual que los valores posibles de y

Se llama circunferencia trigonomeétrica o goniométrica a una circunferencia de radio unidad centrada
en el origen de coordenadas.

Es posible representar cualquier angulo en la circunferencia trigonomeétrica. Para ello siempre se toma
El seno es la ordenada del punto P.(y) ;1 |ado fijo que es la semirrecta definida por la parte positiva del eje de abscisas; el segundo lado es la
semirrecta variable que corresponda segin su medida. El sentido de un dngulo se mide de OX a la
semirrecta variable que determina su amplitud. Se entiende que para un dngulo negativo coincide con
-1<senas<l el de las agujas de un reloj analdgico y para un dngulo positive, el contrario.

El coseno es la abscisa del punto P.(x)

-1<cosa<1l El punto P =(x,.y, ), el punto { x,.0) y el origen de coordenadas delimitan un tridngulo. Este tridngulo

} . L. es SIEMPRE rectangulo y su hipotenusa es SIEMPRE uno (puesto gue es el radio de la circunferencia).
Las lineas trigonométricas se

pueden ver en la figura: La circunferencia trigenométrica divide al plano en cuatro regiones gue se denominan cuadrantes.

La linea de seno es PQ
1 . |

_La Linea de coseno es 0Q

La linea tangente es la linea ST

La linea secante es OS

TS’ es la cotangente PRIMER CUADRANTE | SEGUNDO CUADRANTE | TERCER CUADRANTE | CUARTO CUADRANTE

0S’ es la cosecante

Como puedes ver en la figura, si el angulo esta en el primer cuadrante, tenemos un angulo agudo.
Pademos pues calcular sus razones trigonométricas:

mn{cx]=% =¥ cos[a}=xT" =x,y rg[u}=f_—:=$

Ahora bien, esta definicion tiene también sentido cuando el dngulo estd en cualguiera de los otros
cuadrantes,

Haciendo la misma construccion, se calcula el punto P, =(x_,¥,) vy se definen el seno, coseno y

tangente a partir de sus componentes, de la misma manera.

s X, v, senla)
sen(a) = T =y,, cosla) 3" v fS‘ﬂ]'T = cos:a}

a

La unica diferencia es que las componentes de F, pueden ser nulas o negativas y por tanto las razones
trigonométricas pueden ser nulas y negativas. Asimismo, observa que si el coseno es 0 la tangente no
esta definida. En la figura puedes ver un ejemplo en el segundo cuadrante

De este modo, se conserva la definicién para dngulos agudos que son dngulos del primer cuadrante y se
amplia a dngulos de cualquier signo y amplitud. En las figuras siguientes aparecen el seno y coseno de
cualquier cuadrante.
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5.4 - RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS MAYORES DE 360°

En el intervalo [0°,360°) se encuentran todos los angulos, sean cuales

sean sus amplitudes. No obstante, se le puede dar sentido a angulos /
mayores de 360°.

Veamos el siguiente ejemplo. 412°=360° + 52°. 412° es una vuelta
completa, mas un angulo de 52°. Por esto las razones

trigonométricas de 412° y las de 52° coinciden, ya que son el mismo \ /
angulo.

En general, o= o + 360° - #, donde » es un nimero entere (positivo o negarivo).

5.5 - RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NEGATIVOS

Con frecuencia los angulos que quedan situados debajo del eje X, es decir los comprendidos

entre 180° y 360°, se designan con una medida negativa. En tal caso, las medidas de los angulos
se dan en en el intervalo (-180,0].

51 0° <ot < 180° entonces a 360° — o se le suele

- llamar, simplemente, —ot.
i —0L

™

¢

f Se dice que O ¥y —0 son opuesros.

El coseno de dos angulos opuestos es el mismo, el seno cambia de signo.
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5.6 — Relacidn entre las razones trigonométricas de algunos angulos.

Es posible relacionar las razonas trigonométricas de cualquier cuadrante con las del
primercuadrante. De forma que manejando bien el primer cuadrante podemos conocer
las razones trigonométricas de cualquier angulo.

5.6.1. — Relacién entre las razones trigonométricas de algunos angulos del primer cuadrante y sengundo cuadrante.
Angulos que difieren 90°.

cos B=cos (90 + a) =-sen a

sen B =sen (90 + ) = cos O

tag B =tag (90 +a)=-ctga

5.6.2. — Relacion entre las razones trigonométricas de algunos angulos del primer cuadrante y tercer cuadrante.
Angulos que difieren 180°.

ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN 180° B= 180 +a

cos B=cos (180 +a)=-cosd

sen 3=sen (180 + a)=-sen A

tag B=tag (180 +a)=tga

5.6.3. — Relacion entre las razones trigonométricas de algunos angulos del primer cuadrante y cuarto cuadrante.
Angulos opuestos.

ANGULOS OPUESTOS
cos (-a) =cos (360 - o) =cos O

sen (-0) =sen (360 - a) =-sen O

tag (-a)=tag (360 - a)=-tga K
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5.6.4. — Relacion entre las razones trigonométricas de angulos que suman 90°.

ANGULOS COMPLEMENTARIOS
Dos angulos se dice que son complementarios cuando suman 90° : Sia + [3=90°

cos B=cos (90 -a)=sena

sen B=sen (90 - a) =cos O

tag B =tag (90 -a) =ctg a

5.6.5. — Relacién entre las razones trigonométricas de angulos que suma 180°.

ANGULOS SUPLEMENTARIOS

Dos angulos se dice que son suplementarios si suman 180°: o + 3= 180°

cos B=cos (180 - a)=-cos O

sen 3 =sen (180 - a) =sen a

tag B =tag (180 -a)=-tga

5.6.5. — Relacion entre las razones trigonométricas que suma 270°.

ANGULOS QUE SUMAN 270° a + =270°

cos B=cos (270 - a) =-sen O

sen B=sen (270 - a) = - cos O

tag B =tag (270 - o) =ctg a
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5.7 — Relaciones fundamentales de las razones trigonométricas.

Se cumple para todos los dngulos que:

sen*a+cos’ a=1

seno
g =
cosao
2 1 2
I+tg"a=———=sec’ &
cos
DEMOSTRACION:
Teorema de Pitagoras b” +a’=¢’
aY (cY y

Dividiendo entreb?: 1+ (E) = (g) = 1 +tag’ o =sec’ O

Y 2 _ 2
= cotag” d + 1 =cosec” O

2
o b
Dividiendo entre a : (} +1=
a a
b 2

2
Dividiendo entre ¢ : (—) +(3) =1 =>cos’a+sen’ 0 =1
C C
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5.7 — Formulas trigonométricas.

5.7.1 — Razones trigonométricas de la suma de dos angulos.

Muchas veces es de utilidad poder calcular las razones trigonométricas de una suma de angulos a partir
de conocer las razones trigonométricas de los dngulos independientes.

El objetivo del presente apartado es expresar las razones sen(a+b), cos(a+D) y 1gla+b) en funcion de
sen(a), sen(b), cosla), cos(b), rgla) y tg(b).

Para el calculo utilizaremos la siguiente figura formada por dos triangulos rectangulos OCB y OBP
superpuestos. La hipotenusa OF de un triangulo es un cateto del otro. En |a figura a la hipotenusa OF le
daremos el valor de 1 unidad. En la construccién se obtiene un tercer tridngulo rectangulo Q4P en
donde el angulo del vértice O es la suma de los dngulos (a+b) de los otros dos tridngulos (a y b).

Por propiedades de perpendicularidad podemos ver
otro triangulo rectangulo semejante PRE (iguales
angulos y lados proporcionales) al triangulo OCB.
Para entender la semejanza sélo tienes que ver que
los lados de los tridangulos son perpendiculares.

Nuestro objetivo es poner las razones
trigonomeétricas del angulo a+b, del triangulo OPA
en funcién de a y b. Vamos a calcular el seno y el
coseno de este angulo:

sen (a+b)=AP=AR+RP=CB+RP
cos{a+b)=04=0C-AC=0C-RB

Pongamos los segmentos CB, RP, OC y RB en funcién de los dngulos de a y b:

Pongamos los segmentos CB, RP, OC y BB en funcion de los dngulos de a y b:

-CB - 0B- _CB - 0B
sen(a) = OR — CB = OB-senia) senla) oF — CB = OB-senla)
REB RB
senia) = E — RB = PB-sen(a) senia) = ﬁ — RB = PB-sen(a)
cos(a) = % — RP = PB-cos(a) cos(a) = % — RP = PB-cos(a)
=92< - 0B =oC - 0B-
cos(a) = OB — OC = 0B-cosia) cos(a) o8 — OC = OB-cos(a)
sen(b) = 'P;—B —» PB = sen(b) sen(b) = ? —» PB = sen(b)
cos(b) = ﬂl—B — OB = cos(b) cos(b) = ? — OB = cos(h)
Y ya sin dificultad se concluye que: sen(a +b) = sen(a)-cos(b) +cos(a)-sen(b)
cos(a+b) =cos(a)cos(b)—sen(a)sen(b)
+1g(b
w(asb) - E@TED)
Y para la tangente: . l1-rg(a)tg(b)
senia)-cos(b) + cos(a)sen(b)
rg(a+b)= sen(a +b) _ sen(a)-cos(b) + cos(a) sen(b) _ cos(a)-cos(b) _
cos(a+b)  cos(a)cos(h) — sen(a)sen(b) sigoms  C0sla)cos(b) — sen(a) sen(b)
cosaroosth) cos(a)-cos(b)
_ tg(a)+rg(b)

1-1g(a)tg(b)
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5.7.2 — Razones trigonométricas de la diferencia de dos angulos.

En este apartado nos planteamos obtener las razones trigonométricas de la resta de dos angulos [a - B)
en funcion de a y b. La demostracion en este caso es mucho mas sencilla que en el sub-apartado
anterior, pues simplemente vamos a usar el resultado de la suma, sumando un angulo negativo (-b).
Para la demostracién utilizaremos la relacién entre un angulo del cuarto cuadrante (-5 = 360 - B) en
funcién del dngulo b en el primero. Recordemos esta relacidn vista en un apartado anterior:

e sen|-b) = sen(360 - b) = —sen(b)
e cos(=b) = cos(360 = b) = cos(b)
o te(-b) = 12(360 — b) = —rg(b)

Aplicamos estos resultados a las razones trigonométricas de la suma visto anteriormente:

senl(a—b) = senla + (b)) = sen(a)-cos(—b) + cos{a)-sen{—b) = senla)-cos(b) —cos(a)-sen(b)
cosla—b) = cosla + (b)) = cos(a)-cos(-b) + sen(a)-sen(-b) = cosla)-cos(b) + sen(a)-sen(b)

rg(a) +1g(=b) _ 1g(a)-1g(d)
1-rg(a)1g(-b) 1+1g(a)reg(b)

tgla-b)=r1gla+(-b)) =

sen(a —b) = sen(a)-cos(b)— cos(a)sen(b)

cos{a —b) = cos(a)-cos(b) + sen(a)-sen(b)
5@ —1g(b)

B k@)

5.7.3 — Razones trigonométricas del angulo doble.

En este apartado buscamos expresar las razones trigonométricas del angulo doble, 2a, en funcién del
angulo a.

Para calcularlo utilizamos las razones trigonomeétricas de la suma: S (2a) — 2sem (a) cos (a)
sen(2a) = sen(a + a) = sen(a)cos{a) + cosla)sen(a) = 2sen(a)-cos(a) - - -
cos{2a) = cos{a)cos(a) — seni{a)sen(a) = cus:{a} —sen® (a) cos( a) = cos (a] - Sen (a]
rg(a) +gla) __21g(a) 12(2a) :2'%'_‘;“)
1-rg(a)igla) 1-1g’(a) 1—tg~(a)

1g(la)=

5.7.4 — Razones trigonométricas del angulo mitad.

Como has visto en los dos anteriores sub-apartados podemos calcular las razones de las resta y del
angulo doble a partir de las razones trigonométricas de la suma. Para nuestro proposito de calcular las
razones trigonométricas de los angulos mitad utilizaremos las formulas del angulo doble y de la relacion

fundamental de la trigonometria. Vamos a ello:

cos(2x) = cos” (x) - sen’ (x) =1 - sen” (x) - sen’ (x) =1 - 2sen’(x) — sen(x)=+ fl -:m{.
E - 1+c05(a)
=05’ (1) (1 cos’( } Zeos'(x)-1 = coslx)=% “m{ * 2 \

a 1—cos(a
Llamando 2x = a, y por tanto x = a/2 tendremas los resultados que resumimos en el ﬂgmente cuadro tg(— == 1-cos(a)
2 1+ cos(a)

: 1—cos(a)

NIQ

cos(2x) =cos [] sen
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5.7.4 — Tranformacion de sumas de razones trigonométricas en productos.

En este apartado vamos a ver como trasformar la suma o diferencia de dos razones trigonomeétricas en
un producto de razones trigonométricas. La utilidad de esto es mas grande del que a simple vista
parece, de hecho lo utilizaremos bastante en el apartado siguiente de resolucion de ecuaciones
trigonométricas.

Vamos a demostrar, como en los anteriores sub-apartados, las identidades que nos relacionan la suma
de dos razones trigonométricas en el producto de otras dos razones. Para este objetivo partimos de las
ya conocidas razones trigonométricas del seno y coseno de la suma y diferencia:

(1) sen{a +b) = sen(a)cos(b) +cos(a)sen(b)

(2) sen(a-Db) = sen(a)cos(b) - cos(a)sen(b)

(1) + (2) = sen(a +b) + sen(a - b) = 2:sen(a}cos(b)
(1) - (2) 2 sen(a +b) - sen(a — b) = 2-cosla)sen(b)

Como el objetivo es que sean los argumentos de las razones trigonométricas sumadas conocidos se
realiza el siguiente cambio de variable:

_A+B

a+b=4 95—
3 2
a-b=R b=‘4-3

[

sen( A)+ sen(B) = l-seu[ A : B }ms[ A

")

?)
Vamos a obtener la suma y diferencia de cosenos:
(1} cos{a + &) = cos{a)-cos(b) — sen{a)-sen(b)

(2} cosia—b) =coss(a)cosib) + sen(a)sen(b)

LB

De esta forma:

sen(A)—sen(B) = :’_-ccﬂ,( A _: B ]—.sen[ 4

bt

(1) + (2) = cos{a +b) + cos(a — b) = 2-cos(a)cos(b)
(1) = (2) = cos(a+b)—cos(a—b) = =2senla)sen(l)

cos(A) +cos(B) = zws[ﬂ : B}cm[d:BJ

Haciendo el cambio de variable:

cos(A) —cos(B) = -l-sen[ 4 t g }.reu[ A = B ]

P

Resumiendo:

sen(A) + sen(B) = 2*39::["‘ * B]-coe[“ — BJ cos(A) +cos(B) = Z'cos[if]-cos(%]

2
- B}m[#] cos(A)—cos(B) = —2-sen[d ; i }sen[%]

sen(A) — sen(B) = 2-.:05(

[

10
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5.8. — Resolucién de triangulos rectangulos.

Resolver un tridngulo rectangulo es hallar uno o més elementos desconocidos a partir
de los elementos (lados y dngulos) conocidos.

RELACION ENTRE LOS LADOS . TEOREMA DE PITAGORAS

El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
2_42 ., 2
a“=b" +c

RELACION ENTRE LOS ANGULOS
Los angulos de un triangulo suman 180°: A+ B+ C=180°= B+ C=90°

RELACION ENTRE LADOS Y ANGULOS

b
senB=g=cosC cos B= < =sen C tag B =
a

E=cth
c

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

CASO I : Conocidos dos lados: El tercer lado se calcula mediante el teorema de
Pitagoras. El dngulo que forman dos lados conocidos se halla a partir de la razon
trigonométrica que los relaciona.

CASO 1II : Conocidos un lado y un angulo: Otro lado se calcula mediante la razon
trigonométrica que lo relaciona con el lado y el angulo conocidos. El otro d&ngulo agudo
es el complementario del que conocemos. El otro lado aplicando el teorema de
Pitagoras.

ALGUNOS RESULTADOS UTILES

L A
Proyeccion de un segmentaos o = A_g = AC = AB.cosa = A’B’ = AB.cosa

La longitud de la proyeccion de un segmento sobre una recta es igual al producto de la
longitud del segmento por el coseno del angulo que forman.

. h
Altura de un triangulo: sen 0 = —= h=a.sena
a

La altura de un tridngulo es igual al producto de uno de sus lados laterales por el seno
del angulo que dicho lado forma con la base.

Area de un triangulo: Area = % = b.a.sTenO( = %a.b.sena

El area de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno
del angulo que forman.

APLICACION A TRIANGULOS NO RECTANGULOS. ESTRATEGIA DE LA
ALTURA.

Cualquier tridngulo no rectangulo puede ser resuelto, aplicando los métodos de
resolucion de los triangulos rectangulos, mediante la estrategia de la altura. Consiste en
elegir adecuadamente una de sus alturas de modo que, al trazarla, se obtengan dos
triangulos rectdngulos resolubles con los datos que se tienen. 11
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5.9. — Resolucioén de triangulos cualesquiera.

En este apartado, nos ocuparemos de un problema muy concreto, la resolucion de triangulos. Resolver
un triangulo es calcular todos sus lados y sus angulos.

Por comodidad, vamos a representar los tridngulos siempre de la misma manera, como ya habiamos
visto en el apartado 1.2 para angulos agudos. Para mayor comedidad lo vamos a repetir agui.

1. Los vértices se representaran con letras mayusculas, 4, B, C ...
2. Ellado opuesto a un vértice se representard con la letra minuscula correspondiente a, b, ¢ ...

3. El dngulo correspondiente a un wvértice se representard con la letra griega (mindscula)
correspondiente. Pondremos o (alfa) para el vértice 4, P (beta) para el vértice By y (gamma) para
el vértice C. No utilizaremos mas letras griegas, si necesitdramos representar mas angulos usaremos
primas como en «' (alfa prima) o " (alfa segunda).

Puedes ver a continuacion un esquema.

3>
(=]

-
=]

i

5.9.1. — Teorema del coseno.

El teorema del coseno a veces recibe el nombre de Teorema de Pitdgoras Generalizado, que es una
descripcion mas exacta. Es esencialmente el teorema de Pitdgoras para triangulos no rectangulos [y
ademas incluye como caso especial los triangulos rectangulos).

Su enunciado es sencillo:

Teorema del coseno

Sia, by e sonlos lados de un tridangulo cualquiera y a es el angulo entre b y ¢ se cumple la igualdad:
a’=b" +e? - 2bc-cosa

Notas

» Cuando el triangulo es rectingulo y a es la hipotenusa entonces o =90°. 5i sustituimos en la
formula tenemos a” =b' +¢° —2becos90. Pero al ser cos90=0 la formula se reduce al

teorema de Pitagoras a’ =b' +¢” . Todos los problemas que se resuelven con el teorema de
Pitagoras se resuelven con el teorema del coseno (pero, obviamente, no al revés),

# El teorema del coseno vale para CUALQUIER d@ngulo a, no es necesario que sea agudo. Por
ejemplo puede sera = 1107, lo dnico que el coseno seria negativo. Pero la fdrmula es la misma.

# Podemos utilizar el teorema de los cosenos si en un triangulo conocemos:
® Los tres lados.
# Dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

# Dos lados y el angulo que forman.

12



13 TEMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOSY FORMULAS TRIGONOMETRICAS— MATEMATICAS I 1° Bach.

Demostracion del teorema

Vamos a hacerlo para un triangulo acutangulo. Dejaremos como ejercicio el caso obtusangulo (el
rectangulo lo suponemos conocido, es el Teorema de Pitagoras).

Dibujemos un triangulo ABC y tracemos la altura correspondiente al vértice C. Esta altura puede caer
sobre el lado AR o fuera de €. Vamos a considerar el primer caso, el segundo quedara como ejercicio.

- Queremos calcular el lade a = BC., Por el teorema de Fitdgoras es

/ h . a’ =BC' =CD" + DB’ . El problema es que no tenemos ni CD ni
. /-" '\__\ _ DB. Lo que sitenemos es b = AC, ¢ = AB y el dngulo a.
/ N D
/ N Sabemos que sen (o) = E = CD = AC sen|ex).
- "\\'. ”

AD
Sabemos también cosla)= i = AD = ACcos|a).

Pero, por construccion AD + DE = AB y AB si lo tenemos. Luego es DE = AB —AD.
Recapitulando y escribiendo en funcidn de a, by ¢ que son los datos originales:
CD = AC senla )= €D = bsenlea)
DB = AB— AD = ¢ — AC cos(a) = c — beos(a)
Finalmente a* = BC® = CD* + DB* = [bsen(a)[ +[c - beos(a )] . Basta operar un poco:
a® =[bsen(a)]’ +[c-beos(a)]' = b sen’(a)+ c* - 2becos(a )+ b* cos* ()
a® =b*sen’(a)+ b cos’ (a)+c* = 2becos(er) = b’[:ren"{ah cos"{a}]+c’ - 2becosie)

Pero sen’o+cos’a@=1 con lo que finalmente tenemos el resultado
deseado.

5.9.2. — Teorema del seno.

Teorema del seno:
En todo triangulo los lados son proporcionales a los senos de sus dngulos opuestos.

a b ¢

senfa)  sen(B)  sen(y)

Notas

» Como antes el teorema del seno vale para CUALQUIER dngulo a, no es necesario que sea agudo.
En este caso ademads el seno es siempre positivo pues los lados de un tridngulo suman 180
grados. Y obviamente ningun angulo puede ser 0 o 180, porque nos quedamos sin triangulo.

» Elteorema del seno es preferible al del coseno si conocemos:
a) Dos angulos (es decir, tres angulos) y un lado.

b) Dosladosy el angulo opuesto a uno de ellos.

Demostracion del teorema

Como antes, vamos a hacerlo para un triangulo acutangulo y dejaremos como ejercicio los otros casos,
el caso obtusangulo (el rectangulo lo suponemos conocide, es el Teorema de Pitdgoras).

Dibujermos un triangulo ABC y tracemos la altura correspondiente al vértice C. Esta altura puede caer
sobre el lado A o fuera de é&l. Vamos a considerar el primer caso, el segundo quedara como ejercicio.

Por definicién de seno, tenemos seu[a]='g y también

h
:f sen(B)=—. De este modo, despejando /i en los dos lados e
. i a
igualando bsen(a)=h=asen(p).
a b
af® 5 En otras palabras = —_— .
b k (RN P bsen(x)=asen(p)= senla)  sen(p)

Con el mismo razonamiento para el dngulo y correspondiente al vértice C se tiene la otra igualdad.

Al igual que en el teorema anterior, en las actividades propuestas veremos el otro caso.

13



14 TEMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOSY FORMULAS TRIGONOMETRICAS—- MATEMATICAS I 1° Bach.

Problemas con el teorema del seno. Las soluciones obtusa y aguda

5i sabemos que un dngulo o esta entre 0% v 180° y conocemos su coseno, el angulo estd determinado.
Eso significa que, con el teorema del coseno, siempre podemos calcular dngulos de un tridgngulo sin
ambigiledad.

Pero no ocurre lo mismo con el teorema del seno. Dado el seno de un dngulo, hay dos dngulos entre 0°
y 180° cuyo seno coincida. En efecto, sen(30) = sen(150), sen(40) = sen(140) y en general
senlo) = sen(180 — ot ). Sélo lo tenemos identificado cuando senla)=1 que da dnicamente « = 90°.

Por eso, si utilizamos el teorema del seno para calcular angulos, hay dos soluciones, la solucidon aguda y
la solucion obtusa. En algunas ocasiones esto estd bien porque hay dos triangulos posibles pero en
otras simplemente estamos introduciendo soluciones falsas.

¢Como arreglar este problema? Hay dos maneras. La mas facil es no utilizar nunca el teorema del seno
para calcular angulos, sino sélo lados.

La otra manera es utilizarlo para el calculo de dngulos PERO ASEGURANDONOS DE QUE EL ANGULD ES
AGUDO, iy como saber esto? Pues con el siguiente resultado.

Si un tridngulo es obtusangulo, el dngulo obtuso es opuesto al lado mas grande.

5.9.3. — Método general de resolucion de triangulos.

Con las herramientas de que disponemos, ya podemos solucionar el problema general de la
trigonometria, es decir, resolver triangulos cualesquiera.

Un tridngulo tiene seis datos. Para resolverlo necesitamos tres de ellos y al menos uno de ello debe ser
un lado.

Herramientas fundamentales
v Teorema del seno
¥ Teorema del coseno
¥ La suma de los dngulos del triangulo es 180°

Para evitar que los errores se propaguen es recomendable utilizar los datos que nos dan inicialmente, y
no los que hemos ido calculando.

No siempre un tridngulo se puede resolver pues con los datos dados nos pueden aparecer soluciones
imposibles. También a veces con los datos dados tendremos dos soluciones. El caso mas problematico
es cuando se conocen dos lados v uno de los angulos que no formen los dos lados.

Vamos a continuacion a describir la situacidon con todo el detalle en todos los casos.

5.9.3.1. Conocidos los tres lados

FPuede ocurrir;
# Una anica solucion

# Ninguna solucidn: esto ocurre cuando un lado es mayor o igual que la suma de los otros dos, o
menor o igual que la resta de los otros dos.

Método recomendado para tres lados

¥ Si a es el lado mayor, calcular o (el dngulo opuesto) planteando el teorema del coseno en
laforma a® =b* + ¢* — 2abcos(a). Sisale cosa 21 0 cosa <1 es que no hay solucién.

¥ Calcular cualquiera de los otros dos dngulos con el teorema del seno.
¥ Calcular el tercer angulo usando que la suma de los angulos del tridngulo es 180°.

14



15 TEMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOSY FORMULAS TRIGONOMETRICAS— MATEMATICAS I 1° Bach

5.9.3.2. Conocido dos lados y el angulo que forman

En este caso SIEMPRE hay una Gnica solucidn. El método es simple.

Método recomendado para dos lados y el angulo que forman
¥ Calcular el otro lado con el teorema del coseno.

¥ Usar el teorema del seno para calcular un dngulo. Hay dos posibilidades, tenemos que
escoger siempre la que corresponda al lade MENOR. De este modo evitamos la solucién
obtusa.

¥ Calcular el tercer dngulo usando que la suma de los dngulos del tridngulo es 180°,

5.9.3.3. Conocidos dos lados y un angulo no comprendido entre ellos

Método recomendado para dos lados y un angulo que no esté entre ellos
¥ Plantear el teorema del coseno. Nos aparecera una ecuacion de segundo grado.
a) 5i no tiene solucidn hemos terminado. No hay tal triangulo.
b) Si tiene solucidén Onica procedemos con los siguientes pasos.

c) 5i tiene dos soluciones procedemaos con los siguientes pasos para cada una de ellas. Son dos
tridngulos.

¥ Usar el teorema del seno para calcular un dngulo. Hay dos posibilidades, tenemos que escoger
siempre la que corresponda al lado MENOR. De este modo evitamos la solucién obtusa.

Calcular el tercer dangulo usando que la suma de los dngulos del triangulo es 180°

5.9.3.4. Conocido un lado y dos angulos.

En este caso pueden ocurrir son cosas:

1. Ninguna solucidn (si los dos angulos suman 180 grados o mas).
2. Una unica solucion.

Este caso es especialmente sencillo.

Método recomendado para dos dngulos y un lado

¥ Calcular el tercer dngulo usando que la suma de los dngulos del tridgngulo es 180°%. Si los dos
angulos que nos dan suman 180 grados o mas no hay solucién.

¥ Usar el teorema del seno para calcular los otros lados.

15



16 TEMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOSY FORMULAS TRIGONOMETRICAS— 1° Bach.

MATEMATICAS 1

5.10. — Ecuaciones trigonométricas.

Se conocen como ecuaciones trigonométricas aquellas que contienen razones trigonométricas de angulos
desconocidos. Por ejemplo, en sen x = 0 buscamos angulos que tengan seno cero. Una solucién
particular es un valor del angulo que satisface la ecuacién. Asi, dos soluciones particulares de la ecuaci
on anterior son X1 = 0 y x2 = T1. Ahora bien, cuando una ecuacién dada tiene una solucion, tendra, en
general, un conjunto infinito de soluciones. En el ejemplo anterior, el conjunto de soluciones o solucién
general viene dado por:

X1=0+ 2K, x2=1+ 2k, k €Z
Al resolverlas, tendremos en cuenta que a cada angulo le corresponde un valor Unico para cada razén
trigonométrica, sin embargo, puede haber infinitos angulos con la misma razoén. Sera de gran utilidad
recordar que, en el primer giro:
Tienen el mismo senoay M- a, yaque sen(fT—a ) = sen q,
Tienen el mismo coseno ay 2 1 — a ya que COS(2T — a) = COS A
Tienen la misma tangente ay T +a puestg (TT+ a) =tg a
Para resolver una ecuacion trigonométrica, en primer lugar, la reduciremos a una de los tipos seno,

coseno o tangente, y seguiremos las instrucciones que se recogen en la siguiente tabla:

TIPO SENO TIPO COSENO TIPO TANGENTE
Ecuacion SENT = COST = tgxr =a
Solucidn particular o rad v raed o rad
T =oa 4+ 2k T = a4+ 2k r =+ 2kr
Solucidn general Ta =7 —a+2kT T2 =21 —a+ 2kw To =7+ o+ 2kT
kel kel kel

Podemos poner algunas pautas para resolver las ecuaciones, pero no hay ninguna “receta magica” que
permita resolverlas de forma mecdnica como las ecuaciones de segundo grado. Solo repetir y hacer
bastantes ecuaciones te va a facilitar resolver otras. Permitenos que te demos esas pautas que antes
describlamos:

I.  Pararesolver una ecuacion los argumentos de las razones trigonomeétricas (lo que esta dentro de
los paréntesis del sen, cos, rg...) han de ser iguales. De esta forma si tenemos en algunos x en
otros 2x, por ejemplo podemaos transformarlos en x con el dngulo doble

Il. S tenemos sumas o resta de dos razones trigonométricas (seno o coseno) ipualadas a cero,
podemos transformarlas en producto y asi luego separar la ecuacion en dos igualdades
elementales.

. Si tenemos wvarias razones trigonométricas con mismo argumento mediante las igualdades
sen(x)

R . 1 ] . 5l . 1 N
trigonometricas, sen” (x)+eos (x) =1, l+rg”(x)=——— o 1gix) = podremos poner

cos (x) cos(x
todas las razones en funcidn de wna dnica razdn trigonométrica v mediante un cambio de
variable resolver la ecuacidn.

16



17 TEMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOSY FORMULAS TRIGONOMETRICAS— MATEMATICAS I 1° Bach.

5.11. — Funciones trigonométricas.

FUNCION SENO

Grados 0° [30° [45° [60° | 90° | 120° | 135° [ 150° [ 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° [ 360°
Radianes 0 N/ (N4 (N3 | N0/2 |2n/3 |3M/4 [s0/6 |0 7N/6 | 5M/4 [40/3 | 3M/2 | 5M1/3 [7M0/4 | 11076 | 21N

seno 0 12 12/2 132 |1 32 122 12 10 -1/2 1-2/2 |-3/2 | -1 -3/2 1-2/2 |-1/2 |0
CARACTERISTICAS
- Dominio : R
1+ sl - Recorrido : [-1,1]

- Periodicidad : 21
- Continua

. ‘ e - Creciente (0°+360°k,90°+360°k) [0 (270°+360°k,360°+360°k)

tomx n o 2m 3w oon - Decreciente (90°+360°k,270°+360°k)

i R - Maximo x = 90°+360°%k y =1
- Minimo x = 270°+360°%k y=-1

—15 - Concava: (0°+360°k,180°+360°k)

- Convexa: (180°+360°k,360°+360°k)
- Puntos de inflexion x =0°+180°k y=0

FUNCION COSENO

Grados 0° [30° | 45° [ 60° ) 90° [120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° [ 315° | 330° | 360°
Radianes 0 n/e (N4 | N3 (N2 120/3 [3n/4 |50/6 | N 7N/6 | 5M/4 [40/3 | 3M1/2 | 50/3 [ 7M/4 | 110/6 | 21
cos 1 3/2 1272 {172 ]0 -1/2 {-2/2 [-3/2 | -1 -3/2 |22 [-122 {0 =12 [-2/2 [-3/2 |1

CARACTERISTICAS

- Dominio : R

- Recorrido : [-1,1]

- Periodicidad : 21t

- Continua

et . - Creciente (180°+360°,360°+360°k)

e Sn7nllm  2r - Decreciente (0°+360°k,180°+360°k)

1 : - Maximo x = 0°+360°%k y = 1

- Minimo x = 180°+360°%k y = -1

- Concava: (0°+360°,90°+360°k) O (270°+360°k,360°+360°k)
- Convexa: (90°+360°k,270°+360°k)

- Puntos de inflexion x =90°+180°%k y=0

i !
swmE p=amn 1 t 1 t

2T 3Mm ST T 7m 5T dm
F Al o

i
I
R M

D

FUNCION TANGENTE

Grados 0° ] 30° [ 45° ]160° | 90° | 120° ] 135° | 150° | 180° | 210° | 225° [ 240° [ 270° { 300° | 315° | 330° | 360°
Radianes 0 n/e | N4 1 n/s (N2 1 2m/3 (34 |sn/6 [N 7N/6 [ 5M/4 | 4N/3 | 3M/2 [ 5073 | 7M/4 | 110/6 | 21
Tag 0 33 |1 3 -3 -1 -3/3 {0 33 |1 3 -3 -1 -3/3 |0

o ; CARACTERISTICAS

- Dominio : R — {90°+180°k}
- Recorrido : R
3 ; - Periodicidad : Tt
14 ; - Continua: R — {90°+180°k}
: : - Creciente R — {90°+180°k}
f - Concava: (0°+180°%,90°+180°k)
bn s el - Convexa: (90°+180°,180°+180°k)
- Puntos de inflexion x = 90°+180°k y=0

= R
T
o
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18 EMAS5 — RESOLUCIONDE TRIANGULOSY FORMULAS TRIGONOMETRICAS— MATEMATICAS I 1° Bach.

5.12. — Razones trigonométricas con calculadora.

RAZONES TRIGONOMETRICAS CON CALCULADORA

Obtener las razones trigonométricas de un angulo

99 e EE TS

Las calculadoras cientificas tienen las teclas “sin”, “cos”, “tan”, correspondiente a las
razones trigonométricas sen, cos y tag. Si el angulo viene dado en grados, la calculadora
tiene que estar en modo “DEG”

Pasar de grados, minutos y segundos a grados y viceversa
La tecla “’””” permite introducir en la calculadora un angulo dado en grados, minutos y
segundos. La calculadora nos da, automaticamente, una expresion decimal de la medida

del &ngulo (en grados).

Para pasar de una expresion decimal de grados a grados, minutos y segundos, se utiliza
la secuencia “INV” “***” (“INV” = “SHIFT”)

Célculo de un angulo conocida una razén trigopnométrica

Para hallar el 4angulo cuyo seno es un cierto niimero, se utiliza la tecla “sen™” (arcoseno)
que suele corresponder a la secuencia “INV” “SIN”. Andlogamente para coseno y
tangente.

Célculo de una razoén trigonométrica conociendo otra

Combinando las aplicaciones anteriores, se puede obtener una razon trigonométrica de
un angulo del cual solo se conoce otra razon trigonométrica.

18



5.9.3. — Método general de resolucion de triangulos.

Con las herramientas de que disponemos, ya podemos solucionar el problema general de la
trigonometria, es decir, resolver triangulos cualesquiera.

Un tridngulo tiene seis datos. Para resolverlo necesitamos tres de ellos y al menos uno de ello debe ser
un lado.

Herramientas fundamentales
¥ Teorema del seno
¥ Teorema del coseno
¥ La suma de los dngulos del triangulo es 180°

Para evitar que los errores se propaguen es recomendable utilizar los datos que nos dan inicialmente, y
no los que hemos ido calculando.

No siempre un tridngulo se puede resolver pues con los datos dados nos pueden aparecer soluciones
imposibles. También a veces con los datos dados tendremos dos soluciones. El caso mas problematico
es cuando se conocen dos lados v uno de los angulos que no formen los dos lados.

Vamos a continuacion a describir la situacidon con todo el detalle en todos los casos.

5.9.3.1. Conocidos tres lados
Puede ocurrir:
7 Una dnica solucian

# Ninguna solucidn: esto ocurre cuando un lado es mayor o igual que la suma de los otros dos, o
menor ¢ igual que la resta de los otros dos.

Meétodo recomendado para tres lados

¥ Si a es el lado mayor, calcular o (el dngulo opuesto) planteando el teorema del coseno en
la forma a® = b* + ¢* — 2abcos(a). Si sale cosa 21 0 cosa <1 es que no hay solucidn.

¥ Calcular cualquiera de los otros dos dngulos con el teorema del seno.

¥ Calcular el tercer dngulo usando que la suma de los dngulos del tridngulo es 180°.
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€n este caso pueden ocurir son cosas:

1. Ninguna soluci6n (silos dos dngulos suman 180 grados o mas).
2. Una dnica solucién.

Este caso es especialmente sencillo.

Método recomendado para dos dngulos y un lado

¥ Calcular el tercer ngulo usando que la suma de los dngulos del triéngulo s 180°. S los dos
ngulos que nos dan suman 180 grados o més no hay solucion.

¥ Usar el teorema del seno para calcular los otros lados.





