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TEMA 9 — VECTORES EN EL ESPACIO

9.1 - LOS VECTORES Y SUS OPERACIONES

DEFINICION

Un vector es un segmento orientado. Un veck® queda determinado por dos puntmsgen A 'y
extremo B.

Elementos de un vectar

» Moddulo de un vector es la distancia entre Ay B y se designa por el vector entre baB4s : |

» Direccidn del vector es la direccidon de la recta en la que se encuentra el vector y la de todas las
rectas paralelas a ella.

» Sentidosivade AaBodeBaA.

Igualdad de vectores:Dos vectores son iguales si tienen el mismo modulo, direccion y sentido (no
necesariamente el mismo origen y el mismo extremo). Todos ellos se llaman representantes de un
unico vector. Llamaremos representante candnico a aquel vector que tiene por origen el punto O.

- - - - -

Notacidn: Los vectores se representan con una flechita encima de unailetra:w, x, y, z,....
o bien mediante uno de sus representantes, escribiendo su origen y su extremo con una flecha

encimaA?B, I\/TN,

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO
El producto de un nimero#O0 por un vecton es otro vectokv gue tiene:

e Moddulo: igual al producto del modulo de por el valor absoluto de kk:” = |k|.M|

» Direccién: la misma que la de
e Sentido:

. Eldev sik>0

- El del opuesto de sik<0

El producto 0.v es igual alvector cera 0. Es un vector cuyo origen y extremo coinciden y, por
tanto, su moédulo es cero y carece de direccion y de sentido.

El vector 1V se designa por;— y se llamaopuestode v
VECTORES UNITARIOS

Los vectores de modulo 1 se llamaattores unitarios.
1- o ) . ., ) .
El vector—— v es un vector unitario de la misma direccion y el mismo sentidwque
[V

-1- o ) . L, .
El vector—— v es un vector unitario de la misma direccion qugpero con sentido opuesto.
[ V]
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SUMA DE DOS VECTORES

Dados dos vectores y v para sumarlos graficamente hay dos posibilidades:

e Se sitla el origen del segundo vector sobre el extremo del primero y el vector suma es el vector
gue une el origen del primero con el extremo del segundo.

» Se situan los dos vectores con origen comun. Se forma el paralelogramo que tiene por lados los
dos vectores y la diagonal que parte del origen de los dos vectores es el vector suma.

RESTA DE DOS VECTORES

Restar dos vectores es lo mismo que sumar al primer vector el opuesto del segundo:
u—-v=u+(-v)

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

« Suma de vectores:

- Asociativa: u+tv)+w=u +(v+w)
- Conmutativa: u+vs=yv-+u
- Vector nulo: O+v=v+0=v

* Producto de nameros por vectores

- Asociativa: a-(b-:/) = (a-b)-(/
- Distributival:  (a+b)v =av +bv
- Distributiva ll:  a.(u +v)=au +av

- Productoporl: 1lv =v
Todas estas propiedades le confieren al conjunto de los vectores la estruespacdaevectorial.

9.2 — EXPRESION ANALITICA DE UN VECTOR

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

- - -

Dados varios vectores, y, z, ..., W, y varios numeros a, b,c,...m, el vector & by + cz +

v m\7v se llamacombinacioén linealde los vectores.
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Varios vectores se llamamealmente dependientessi alguno de ellos se puede poner como
combinacién lineal de los deméas. Cuando no es asi, se llaman linealmente independientes.

Ejemplos:
- Dos vectores alineados son linealmente dependientes
- Dos vectores no alineados son linealmente independientes
- Tres vectores coplanarios (estan en el mismo plano) son linealmente dependientes.
- Tres vectores no coplanarios son linealmente independientes.



TEMA9 — VECTORES EN EL ESPACIOMATEMATICAS Il — 2° Bach. 3

BASE

N

Tres vectores no coplanarios, y, zson linealmente independientes y, ademas cualquier otro
vector del espacio se puede poner como combinacion lineal de ellos de ellos de forma Unica. Por

eso decimos que forman una baBe= {x, y, z}

Tres vectores no coplanarios cualesquiera forman una base del espacio vectorial tridimensional.

Si los tres vectores son perpendiculares entre si, se dice que forntmsematogonal. Si ademas
de ser perpendiculares tienen mdodulo uno, se dice que labaswnormal

COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO DE UNA BASE

Dada una base B(, y, z), cualquier vector,v, se puede poner de forma Unica como una

combinacion lineal de sus elementeos= ax + by +cz

A los numeros a, b, c se les llanmrdenadas dev respecto de B

Y se expresa asit = (a,b,c) 6v (a,b,c)

OPERACIONES CON COORDENADAS
Seau (Ug,Uz,Uz) Y V (V1,V2,V3)

Suma de dos vectoresias coordenadas del vectar + vse obtienen sumando las

coordenadas da con las dev :

u + v = (U,Up,Us) + (V1,V2,V3) = (L + Vi,Up + Vo,Us + V)

e Resta de dos vectorestas coordenadas del vectar - vse obtienen restando a las

coordenadas da las dev:

u -V = (U,Uz,Ug) - (V1,V2,V3) = (Ug - Va,Up - Vo,Us - V3)

* Producto de un vector por un nuamero:Las coordenadas del vectoukse obtienen
multiplicando por k las coordenadas de

KU = K.(U,Up,Us) = (Kuy,KUp,KUs)

« Combinacién lineal de vectores:

au +bv = a(u,Us,Us) + b(vi,Vo,Us) = (Al + bva,aty + b, as + bvs)
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9.3 - PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

DEFINICION
El producto escalar de dos vectoresy v es unnumero que resulta de multiplicar el médulo de
cada uno de los vectores por el coseno del &ngulo que forman y se designa por

u.v =|ul.lv|.cosu,v)

[ul y [v]son nimeros positivos. Por tanto,.v es un namero positivo o negativo segun el

angulo que formar conv :

n

* Si(u,v)esagudo, cosuVv)>0= u.ves positivo.

A A

e Si (EI,(/) es obtuso, coij((/) <0= u.ves negativo.
PROPIEDAD FUNDAMENTAL

El producto escalar de dos vectores no nulos es cero si y sélo si son perpendiculares:
Es decir: siu# 0 y (/#6; Uv=0eulv

APLICACIONES

Médulo de un vector|u | =V .u.u (puesu.u = |u|.|u.cosi,u) = |u B.cos(0°) = {1 P)

-> -

u.v

Angulo de dos vectoregos(u ,V) (despejando el coseno de la expresion del producto escalar)

[ul.]v]

. BN N - u.v-
Vector proyeccionde u sobrev: u’'=—v

-

\Y

- - 5> o N u.v u.v . . .
u” =|ul.cos@u,v)=|ul|— = es la longitud del segmento proyeccion, con signo + o —

nd -

lul.Iv] v

segun que el angulo sea agudo u obtuso. Si este numero lo multiplicamos por el vector unitario
1- _ .

——V, se obtiene el vector proyeccion.

|V

OPERACIONES. PROPIEDADES

-> o

* Propiedad conmutatival.v = v.

cl cl

).V

* Propiedad distributivau .(v+ w)=u.v + u.w

* Propiedad asociativa: a&Q) =(
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Bach.EXPRESION ANALITICA

Si las coordenadas de los vectoresy v respecto a una base ortonormal son(u,,Us) y vV
(v1,V2,v3), entonces el producto escalarv adopta la siguiente expresion:

- -

U.V = UW.Vy+ Vot Ug.Va

Dem:u.v=(uix + Uy +U3z).(\iX +Voy +V3Z) =UVi. X. X+ UpVo. X.Y +UV3. X.Z +

U.Vi. Y. X T UVo. V.Y Tt UV3. V.Z +tU3 V1. Z. X tU3Vo. Z.Y t U3 V3. Z.Z =
Ui.Vi + Ua.Vo + U3z \3

9.4 — APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

PRODUCTO ESCALAR

Expresion vectorialui .v = |a |.|:/ |. cos (D ,:/)
Expresion analitica:u .v = .V + Vo + V3
MODULO DE UN VECTOR

Expresion vectorial :(,H = \/(/:/

Expresion analitica V|| = /v +V; + V3

COSENO DEL ANGULO DE DOS VECTORES

> -

u.v

Expresion vectorial : cosu(,v) = —

lul.]v]
UV, + Uy, + U,V

Expresion analitica : cou(,v) =

2 2 3 2 2 3
\/ul +u2+u3-\/V1 TV, TV,

PROYECCION DE UN VECTOR u SOBRE OTRO v

> -

u.v -
\'

Expresion vectorialu’ = —
2

[v]

u,.v, +u,.v, +U,Vv,

2 2 3
Vi tV5 +v;

Expresion analiticau ’ = (V,,V,,V3)
CRITERIO DE PERPENDICULARIDAD :u 0Ov

Expresion vectorialu.v =0
Expresion analitica:jw; + .V, + Us.V3 =0
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9.5 - PRODUCTO VECTORIAL

DEFINICION

El producto vectorial de dos vectoresy y v, €s un nuevo vectou X v, que se define del
siguiente modo:

—

e Siuy v son linealmente independientés,x v es un vector con las siguientes caracteristicas:
_ Médulo: [u X V| = |u]v].seng, V)
- Direccion: perpendiculara y av
- Sentido Si EJ ,:/) < 180°, hacia arriba

Si(u,v) >180°, hacia abajo
Tomando el angulo en sentido positiva, es decir, contrario al movimiento de las agujas
del reloj.

 Siu y v son linealmente dependientes, es decir, si alguno de ellos es 0 o si tienen la misma

direccién, entoncesa xv =0

PROPIEDADES

-

* No es conmutativou X v =-vVv X u

e uUXxu=0

. EnunabaseortonormaITB(],f():?x]:_I;,]x_I;:T,_kxT:]
« (@u)xv=a(u xv)=u x (av)
. Noesasociativo:f(x(/)x;via x(:/x;v)
e UX(VHW)=(UXV)+(UXW)
EXPRESION ANALITICA
] k u, u u, u u, u u, u U, U |u, U
uxv={u ou, ug =0 Clie| o Gt k=0 G LT )
V, V, vi v, vV, V, V, Vg (VI vyl|v; Vv,

Vl V2 V3
INTERPRETACION GEOMETRICA

El médulo del producto vectoriau| x v| es igual al area del paralelogramo definido por los

vectoresu y V. A=|u x V|

o uxv
El area de un triangulo de ladasy v : A= > u?
APLICACION:

Para obtener un vector perpendicular a otros dog,v , no alineados, hallaremas x v
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9.7 — PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

DEFINICION

-

Se llama poducto mixto de los vectores!, v y w y se designa porf,v,w]=u.(v X W)
(El resultado es un numero)

EXPRESION ANALITICA
ul u2 u3

> o

[u,v,w]=|v, Vv, Vv,
Wl W2 W3

INTERPRETACION GEOMETRICA
El médulo del producto mixto es el volumen del paralelepipedo de lados los va]:to;/es;v.

V=u,v,w]é

o [ UV,W ]
El volumen de un tetraedro de ladaes v, w es: V = Tus
98 - APLICACIONES DE LOS VECTORES A

PROBLEMAS GEOMETRICOS

COORDENADAS DEL VECTOR QUE UNE DOS PUNTOS

Las coordenadas del vectdB se obtienen restandole a las coordenadas del extremo B las del

origen A: AB = (X2,¥2,22) — (X1,Y1,21) = (X2-X1,Y2-Y1,Z2-21)

CONDICION PARA QUE TRES PUNTOS ESTEN ALINEADOS

Los puntos A(xY1,21), B(X2,¥2,22), C(Xs,Y3,Z3) estan alineados siempre que los vectodds y
BC tengan la misma direccion. Esto ocurre cuando sus coordenadas son proporcionales:
Xy, =Xy — Yo~ Y1 — Z,~2,
Xz=Xy ¥Y37Y, 2377,

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio, M, de un segmento de extremgos,Alx B(Xz,Y2,22) son:
M (X1+X2 Yity, 21+sz

2 2 2

SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE OTRO

Para calcular el simétrico A’ del punto A respecto del punto B, solo hay que tener en cuenta que el
punto B es el punto medio entre Ay A'.






Un vector fijo es un segmento orientado. Se representa por

_—

AB . El punto A es el origen, y el punto B, el extremo.

~a) El médulo: es su longitud. Se

AB

representa por

b) La direccion: es la direccién de
la recta que lo contiene. Dos
vectores tienen la misma
direccién si  estdn situados
sobre la misma recta o rectas
paralelas.

c) El sentido: es el que va del

\_ origen al extremo.

Las caracteristicas de
un vector AB son: A

Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo médulo, la
misma direccién y el mismo sentido.

Base canénica B = | =(1,0,0), j =(0L0),k =(0,0,2)f

Sistema de referencia: {0(0,0,0), B}

Las coordenadas cartesianas del vector V en la base
B= ﬂm , 1,k w son los coeficientes de los vectores I, J,K

que generan el vector V . Si se tiene que V = Xi + Y] + zK

, las coordenadas de V son Ax_ Y, Nv.

Centros de gravedad.

Punto medio de un segmento.
Dado el segmento de extremos >AXH_ Yis NHV y
WAXN_ Yo, NNY el punto medio es:
M X +X, YitY, 4,+17,
2 2 2
Baricentro de un tridngulo.
Dado el tridngulo de vértices >AXH_ Yis NHY WAXN_ Yo, va
: OAxw_ Y3s va
G Xi+Xo+ Xy Y+ Y, +Yy Z,+2,+ 2,
3 3 3

Centro de gravedad de un tetraedro.
Las coordenadas del centro de gravedad de un tetraedro
vienen dadas por la férmula siguiente:

X +X+ X3+ X, YitYo+Ys+Y, 44+, +2;+12,

El producto escalar de dos vectores es el nimero que se
obtiene al multiplicar sus mddulos por el coseno del dngulo que

forman. u-v= _Q_ . _/u\._ -COSx
Propiedades:
a) El producto escalar de un vector por si mismo es un nimero

real positivo o cero. V-v>0
by U-V=V-U

o k(@-v)=(ki)-v=0-(kV) ke

Dos vectores no nulos son perpendiculares (u ortogonales) si y
sélo si su producto escalar es cero.

ULV < U-V=0 siendo UG=#0y V=0
= Desigualdad de Cauchy-Schwarz: _G. . /l\,_ < _m_._ . Q_

G : ,
4 4 4

— — — —

Un conjunto de vectores <H~ V,., Vs, .., V, es linealmente

dependiente si alguno de ellos es combinacion lineal de los

—

restantes, es decir, si V, = AV, + LV, +..+ 4,V

con \ﬁ NN ) s N:L nimeros reales.

Los vectores V,, V,, Qm. ... V, son linealmente

independientes cuando no son linealmente dependientes.

El rango de un conjunto de vectores V,, V,, V5, ..,V esel

n
mdximo niimero de esos vectores que forman un subconjunto
linealmente independiente. De ahi se deduce que h vectores
dados serdn linealmente independientes si y sélo si su rango es
igual a n.

Para sumar y restar analiticamente vectores, se suman o se
restan sus coordenadas.

Para sumar mnoam?mnnan:.wn vectores, se traslada uno sobre
el extremo del otfro, y la suma es el vector que tiene como
origen, el origen del primero, y como extremo, el extremo del
segundo. Para restar geométricamente dos vectores, se le
suma al primero el opuesto del segundo.

Para multiplicar analiticamente un nimero por un vector, se
multiplica el nimero por las coordenadas del vector.

Para multiplicar geométricamente un nimero por un vector,
se lleva el vector sobre si mismo tantas veces como indique el
ndmero.

Médulo de un vector: Sea V un vector ho hulo cualquiera del

espacio. entonces: _/u\._ =+/V-V

<I

. A G-
Angulo que forman dos vectores: CO§ U,V |= _ _

<
<l

El producto escalar de dos vectores en una base ortonormal
0=(u,u,,u;) y V=(V,V,,V;) es la suma del
producto de sus coordenadas:

U-V=U, -V, +U,V, +Uj -V,

El producto vectorial de dos vectores, U y V ,es otro vector

que se representa por G.XQ< que tiene las siguientes
caracteristicas:
Médulo: es el producto de los médulos por el seno del dngulo

que forman: _Q X Q_ = _G._ . _Q_ -SENA . [ X es el menor dngulo

entre los vectores]
Direccién: es perpendicular al plano determinado por los vectores
u y vV
Sentido: avanza en el sentido de avance de un tornillo que rota de U
hacia V .

<




Expresién analitica del producto vectorial (en una base
ortonormal):

El producto vectorial de dos vectores U HACECN_va y

/.\.HA<T<N.<wv se obtiene desarrollando el siguiente

determinante:
i ] k

xd = -_:N Uus P _:H Uz Py _:H :N_ P
T [U Uz U3|T|y, vy v, vslt vy Uy
V1 V2 V3
- o (|U2 U3 Uy Uzl U1 Uz
Por tanto ux? = A v, vsl’ _5 val' vy vy v

Propiedades:

o Uxu HO, para cualquier vector U .

b) U es paraleloa V. <> QXQH@

) UXV=-VxU

9 k(@xV)=(ki)xV=0x(kV) keR
) UX(V+W)=UXV+UXW

El producto mixto de tres vectores, U, V y W, es el
nimero que se obtiene al realizar el producto escalar del
primer vector por el producto vectorial de los otros dos. Se

representa por |U, V, W] yes: [0, V, W]=0-(Vx W)

El producto mixto de tres vectores U = ACH_ u,,Uus v
V= A<H_<N .<wv y W= A<<H,<<M .<<wv viene dado por el
valor del siguiente determinante:

U Uy Uz

— 5 —>
[w,v,Ww]=|v1 vz w3
wy W W3

Regla prdctica: Para calcular un vector perpendicular a dos
dados calculamos su producto vectorial

Area del paralelogramo:
El drea del paralelogramo definido por dos vectores es el
médulo del producto vectorial.

Area del paralelogramo ABCD = a X >|O.

Area del triangulo:
El drea del tridngulo formado por dos vectores es un medio del
mddulo de su producto vectorial.

1 |
Area del tridngulo = M_>w X >O_

Propiedades: Como ?_ v, <|£ =det Am_._ v, <|<v , todas las
propiedades del producto mixto se deducen de las propiedades de los
determinantes.

b) ?._ v, <|£HO < U, V, W son linealmente

dependientes o coplanarios.

o [xu, yv, zw]=xyz[d, v, W]

Volumen del tetraedro:

El volumen del fetraedro es la sexta parte del volumen del
paralelepipedo.

_— —s —

Volumen del tetraedro = Wi ﬁPW_ >O_ >U:

D

Un paralelepipedo se descompone en tetraedros con idéntico
volumen.

Resumen Unidad 9.
Vectores en el espacio.
MATEMATICAS IT 2 BTO A

{&1E.S. EL Sur

Volumen del paralelepipedo:
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores

AB . AC y AD |, es el valor absoluto del producto mixto

de los tres vectores.

Volumen del voao_m_mvmvwaoni AB, AC, AD
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