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TEMA 7 — DETERMINANTES

7.1 - DETERMINANTES DE ORDEN 2

7.1.1 — DEFINICION: El determinante de una matriz cuadrada de orden doss un nimero que se
obtiene del siguiente modo:

a a a a
A=( " lzj:det(A):|A|: B = anan - avan

dy1 A

ay; ax

Ejem I0'2
jemp |3

_4]‘ = 24 ¢1)3=8+3=11

7.2 — DETERMINANTES DE ORDEN 3

7.2.1 — DEFINICION: El determinante de una matriz cuadrada de orden tregs un nimero que se
obtiene del siguiente moddRegla de Sarrus)

&1 2 Q3 &1 Q2 Y3
A= ay ayp ax|=>DetA=|Al7ay axy ax
d31 dzp dg3 a31 dzp dz3

= [aq1.32.383+ &2.%3.31+ D1.382.&13] — [A13.2.31+ Q42 Bp1.33+ B3.382.21]

signo cambiado su signo
1 2 -
Ejemplo:|2 4 -1= [148 2( D2 20£ 3)} § 342 223+ (-1.01]=
2 0 3

= [12-4+0]-[-24+12+0] = 8+12 = 20
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7.3 — PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1. El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta: fA| = |A

7 4
|A = = 77+ 20=97
-51

—|AE A
‘7 |AFA"|

= 77+ 20=97
4 11

2. Siun determinante tiene una linea (fila o colund®ageros, entonces su determinante es cero.
0
‘ 3 = 06-07=0
y

3. Si permutamos dos filas (o dos columnas) de unaznstr determinante cambia de signo.
317
|AI=|2 4 8 =] 349 26% 51J8[ 547 368+ 219

56 9
71

|IBI=|18 4 2= [745 868 912} [943 7.6.2+815]
9 6

Los sumandos son el mismo pero con el signo cambiati®)=-|A|

4. Siuna matriz tiene dos filas (o dos columnas) iguales, su determinante es cero.

41
= 41F+114=0
41

5. Si multiplicamos cada elemento de una fila (0o de una columna) de una matriz por un nimero, el
determinante de esa matriz queda multiplicado por ese nimero.

54 5. _54 9
3 11 131

Por tantod-A| =a"|A| siendo “n” el orden de la matriz A. (dnde cada fila)

6. Siuna matriz tiene dos filas (o dos columnas) proporcionales, su determinante es cero.

60 6
= 607- 670=0

70 7|

7. Siunafila (o columna) de una matriz es suma de dos, su determinante puede descomponerse en
suma de los determinantes de dos matrices, del siguiente modo:

ata b |a N a b
ctc d |c d | d
Por tantgA + B|# |A| + |B|
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8. Siaunafila (0 una columna) de una matriz se le suma una combinacion lineal de lineas
paralelas, el determinante no varia.

a b+ka |a +ak_ab
c d+kd |c d |c ka

c d
9. Siuna matriz tiene una linea que es combinacion lineal de las demas paralelas, entonces su
determinante es cero (y reciprocamente)

12
(F3=2R-F)= |2 3 4=[15+ 24 +24] — [27+16+20] =63 - 63 =0
3 4

cd

-

ab‘

10.El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus determinantes:
|A-B| = |A][B]

. 2 5 1 7
Por ejemplo: A y B=
7 20 -2 4

-8 34

AB = — |A-B| = -1032 + 1122 = 90
- 33 129

JA|=40-35=5; |B|=4+14=18 =|B| =518 =90

11.El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal

principal
23 =2-4-0-3=12
0

Nota:

[1] [1=1

21A-AT=1 = |AAY = I|= |AFAY = 1 = |AY = 1/]A|
RESUMEN PRACTICO:

Operaciones con determinantes:

|0|=0

[1]=1

| Matriz triangular | = Producto de los elementos de la diagonal principal
AT = |A]

|AY = 1A

|A + B| # |A| + |B]
la-A] = a"|A] (siendo “n” el orden de la matriz)
|A-B| = |A-B|
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Un determinante es nulo si:
- Unalinea (fila o columna) es nula.
- Dos lineas paralelas iguales
- Dos lineas paralelas proporcionales
- Unalinea es combinacién lineal de las lineas paralelas a ella.

Otras:
- Siintercambiamos dos lineas paralelas el determinante cambia de signo

F2:F2+3F12| |:||

1
= 3R +4F = | |:§||
a

+
o

7.4 — DETERMINANTES DE ORDEN CUALQUIERA

ata b
c+c d

a b
c d

7.4.1 — DEFINICION: EI determinante de una matriz n x n es el resultado de sumar todos los posibles
productos de n elementos uno de cada fila y uno de cada columna, con su signo o con el signo
cambiado segun un cierto criterio.

7.4.2 — OTRAS DEFINICIONES:
M; = Matriz Complementaria de g : Matriz que se obtiene al suprimir la fila i y la columna j
a; = Menor complementario de @ : Determinante que se obtiene al suprimir la fila i y la columna j

i+]

Aj = Adjunto del elemento g : (-1)
al suprimir la fila i y la columna j)

.0j; (signo del elemento por el del determinante que se obtiene

Menor de orden r. Determinante que se obtiene al seleccionar r filas y r columnas de la matriz

Ejemplo: A=

SN N
® 01N
© o w

2 3
Matriz complementaria del elementg a My, = (8 9]

2
Menor complementario del elementq ad»; = ‘8 j =18-24=-6
2
Adjunto del elementoa: Azi= (-1¥* 01 = (-1)° ‘8 ;‘ =-[18-24=6

1 21 5
Menores de orden 2: , , -
4 4 7 9

Una matriz cuadrada de orden n: Tiene n*> menores de orden n-1. En general el nimero de
menores de orden r de una matriz cuadrada de orden n=[ (n!)/((n-r)!-r!) ]2
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7.4.2 - DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

Si los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se multiplican por sus respectivos
adjuntos y se suman los resultados se obtienen el determinante de la matriz inicial. Se dice entonces
gue el determinante esta desarrollado por los elementos de una linea.

&1 2 A3
Ay Ay Apgl = 1A T B2 A+ B3 A=

d3; a3y ag3

- dqo A3 I Q1 A3 \3 1 a2
21(-1) ag, ags T2 (-1y ag agy ' A3 (-1y azy ag
dqo i3 Q1 A3 Q1 A2
o1, + - Q3.
%®llag, agg T H2|ag; agy "3 |ag; asp

7.4.3 — METODO PARA CALCULAR DETERMINANTES DE ORDEN CUALQUIERA

Desarrollando por los elementos de una fila o column@or ejemplo, por la primera fila)
q‘l QZ Q'.S a':l.n

= a A ap At ag Ay tata Ay

Nota: Si conseguimos que una fila o columna tengados sus elementos menos uno nulos, el
desarrollo sera mas corto.

R=FR+3 ==

(Para ello haremos ceros en filas o columnas, tdaien cuent 1)
=%+ 4= = |

desarrollo po desarrollo por
12 columna 12 columna
I BN O WE N
Ejemplo: B T t=1]0 33=1]0 33
2 4 0O 0 3
1 80 0O 93
37 O 1 8

® 2afila por (-=3) + 12 fila

® 2a fila por —-2) + 32 file

® 12 fila por 1 + 32 fil

:(—1)-(—14 N g‘ = - 18
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7.5 — EL RANGO DE UNA MATRIZ A PARTIR DE SUS MENORES

El rango de una matriz es el maximo orden de sus menores no nulos.

ALGORIMO PARA CALCULAR EL RANGO DE UNA MATRIZ

® El rango de la matriz nula es 0.

® Si la matriz A no es nuleng(A) = 1.

Si el determinante de alguna matriz cuadrada » | En caso contrario rang(A) = 1
de orden dos es distinto de ceamg(A) = 2.

® Se afladen a la matriz anterior todas las filas y
columnas posibles para formar matrices de
orden 3.

. . . H =
* Sjel determinante de alguna matriz | En caso contrario rang(A) = 2
cuadrada de orden tres es distinto de

® Se afiaden a la matriz anterior todas las filas
y columnas posibles para formar matrices de
orden 4.

—)| EN Caso contrario rang(A) =
® Si el determinante de alguna matriz cuadrada de
orden cuatro es distinto de caang(A) = 4
I > Y asi hasta que no sea posible continuar

7.6 — CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ POR
DETERMINANTES

® La matriz cuadrada A tiene inversa si y sélo si £A|

® Dada la matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A y se representa adj
(A), a la matriz que se obtiene al sustituir cada elemgrgoresu adjunto f

2 -2 2

Ejemplo: Dada la matriz (A) 2 1 0 |, su adjunta seria:
3-22
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10 |20 |2
22 732 |3-2
2 —4 -
22 |22 |2-2 | _
adi(A) = 1922 |32/ 73-2 | 7 [_g‘i‘g
22| |22 |2-2
10 720 |21

. .. -1 .
Se cumple que si | A0 entonces la matriz inversa Aes igual a:

A-lzliAl adj(2) :%Al ladj(A)]

2 -2 2
Ejemplo: Dada la matriz A % 2 1 0] , pretendemos encontrar su inversa:
3-22
La matriz A tiene inversa ya que det(A) =# 2

2 -4 -7
Ya hemos visto que: adj (A) g 0 =2 -2
2 4 6

2 0 -2
Entonces: [adj (AJ]= | 4 -2 4
—7 -2 6

1 1 2 0 -2 -1 0 1
Por lo tanto: Alzm[adj A'=7%|4-2 4= 2 1-=2
-/ -2 6 712 1 -3
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