BLOQUE II: Nimeros y Algebra
1.- CLASIFICIACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES.

Tema 8: Sistemas de ecuaciones lineales

X +2y—17=2
Sistema lineal heterogéneo: es aquel en el que no todos los términos independientes son nulos. Ej:  3X—4y+ z =0
X —y+22=8
X +y-2=0
Sistema lineal homogéneo: es aquel en el que todos los términos independientes son nulos. Ejemplo:  2Xx—-3y+2z =0
3X+y +2z=0

. . . Incompatibles: si no tienen solucién.
Sequn su numero de soluciones,

los sistemas pueden ser:

Determinado: si la solucion es Unica.

Compatibles: si tienen solucion. . S , .,
Indeterminado: si existe mas de una solucion.

2.-EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA.
a, X, +apX, +. a8, X

1n*n

=b,

A, X, + 8%, +...+8,,X, =D,

2n"*n

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas:

A X, +a,,X, +.+a,,X, =b,
Llamamos expresidén matricial de este sistema a la expresién:

a, a4, ... Xy b1
Ay Ay e A X, bz .
" . = es decir, A-X =B
& Ay e 8y X, b,,
Matriz Matriz Matriz
A de los X de las B de los términos

coeficientes

incdgnitas

independientes

También llamamos matriz ampliada, A", del sistema a la matriz formada por los coeficientes de las incognitas y los
términos independientes de cada ecuacion.

a11 a12 a1n bl
. a a .oa b
A — 21 22 2n 2
a a a b

Ejemplo:
Determina la expresién matricial de los siguientes sistemas, y resuélvelos como una ecuacion matricial.

X+y—-—2=0

a) —2x-y+z=-1
X —y+2z=2

3x-2y+z=1
b) x-4y-2z=0
-X-6y-5z=-1
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BLOQUE I1: NGmeros y Algebra Tema 8: Sistemas de ecuaciones lineales

3.-TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS.
Elsistema A-X =B escompatible <> Rango(A)= Rango(A*)

3.1.-Discusion de sistemas.
Discutir o estudiar un sistema consiste en clasificarlo sin resolverlo, aplicando el teorema de Rouché-Frébenius.

« Si Rango(A) = Rango(A"), el sistema es incompatible.

e Si Rango(A) = Rango(A*) Si coincide con el numero de incognitas, el sistema es compatible determinado.
el sistema es compatible Si es menor que el nimero de incdgnitas, el sistema es compatible indeterminado.

Debemos tener en cuenta que: Rango(A) < Rango(A™) < minimo(n2ecuaciones, n%incégnitas)

Ejemplo sin pardmetros: Estudia el nimero de soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

X-3y+2z2= 2 X-3y+12=2 X -3y+2z2= 2
a) —2x +2z=0 b) —2x +2z2=0 c) —2X +2z=0
X —4y—-3z=-2 —-X—-3y+3z= 2 —-x—-3y+3z= 8
2X+3y+z=4 X+2y+z=1
d x-2y+z=-2 e) 3X+y+4z=5
8x+5y+5z2=1 2X—-y+3z=4
Ejemplo con parametro/s: Discute, en funcion de los valores que tome cada parametro, los sistemas de ecuaciones:
X+ y—-z=21 tx+ y =1 @-kx+ y + z =0
a) AX+2y-z=314 b) x+(t+1y=1 ) x +(0-ky+ z =k
2X+Ay—-2=6 x+ ty =1 X + y +(0-k)z=k?
parémetro A parametro t pardmetro K
X+qy—z =2
X —ay=2 Xmyrz=-1 g o 0 ey -0
— — X — =
d) 4 e) y+z=2p f) ay 9) - y+2mz=0
ax—y =a+l , 5X +qy =0 _0
parémetro & X +2z=p X +27-1 —X+my -
parametro pardmetro M

parametro Q

4.-RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES.
4.1.-Regla de Cramer.

X, +a,X, +...+a,X, =b

1n*n

Ay X + 85X, +.+ 8y, X, =h,

2n"*n

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas:

A, X +a,X +...+a,X, =b,
si se cumple que el determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo, |A| # 0, entonces el
| | | | Al
sistema es compatible determinado, y su solucion es: X, = W para i=12,...,n

siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coeficientes de X;

por la columna de los términos independientes.
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BLOQUE I1: NGmeros y Algebra Tema 8: Sistemas de ecuaciones lineales

2X—-3y+2 =-2 X +3y+z =5 2X—y+2=-8
Ejemplo: Resuelve por Cramer, si es posible: a) —2x -2z=0 b) X + y+3z=-8; c¢) x+3y—2z=5
3x-2y-3z=4 3X+ y+z =3 2X+y+3z=4

4.2.-Generalizacion de la regla de Cramer.
Veamos cdmo se puede utilizar la regla de Cramer para calcular la solucién de un sistema, con cualquier nimero
de ecuaciones y de incognitas, que sea compatible indeterminado.

X+y -2 =2
Resolvamos el sistema: —2x+y — z =1
X+2y—-2z=3

1* paso: Comprobamos que el sistema es compatible indeterminado.
3 1 )

=0 ; 0 — Rango(A)=2
3 1 -2 A _p 70> RanoolA)
A* —l_2 1 -1l1 3 1 9 > Rango(A) = 2 = Rango(A*) < nincégnitas
3 1 . El sistema es compatible indeterminado
1 2 -2|3)-2 1 1=0; ) 1;r&O—)FQango(A):2
1 2 3 J

2° paso: Tomamos como referencia las ecuaciones y las incognitas que representan al determinante que hemos encontrado
distinto de cero. Asi, eliminamos el resto de ecuaciones del sistema y pasamos al segundo miembro el resto de incdgnitas.

Xy
1% ecuacion —> 3
‘ j #0 —  Eliminamos la 3% ecuacion y pasamos z al segundo miembro.
2¢ecuacion —  |—2
. X+y=2+12
El nuevo sistema que obtenemos es:
—-2X+y=1+z
3% paso: Aplicamos la regla de Cramer al nuevo sistema.
2+12 3 24z
1+z 1 -2 1+1z| 5z2+7
X=—— = — y = =
3 5 3 5
-2 -2
La solucidn de nuestro sistema queda: X = % y= 51; ! , Z=4, con LeR.
Ejemplo: Resuelve los siguientes sistemas:
X+y+z=1
X+y+z=1
a) 2X+ y +2z=2 b)
2X +71=2
X +2y+z =1
5.-DISCUTIR Y RESOLVER SISTEMAS DE ECUACIONES.
2x-3y+z=0 Xx+y =1
a) —2x-2z=0 b) y+z=2
-3y-2=0 X —-z=-1
3x-y+2=10
2X— Yy =a X+ y—z=m px+y=0
c) ax+3y =4 parémetro @ d) mx+2y-—2z=3m;parametro M e) —Yy+2pz=0¢ parametro p
3X—y =2 2X+my—z=6 —X+py=0

Pagina 3 de 6



BLOQUE I1: NGmeros y Algebra Tema 8: Sistemas de ecuaciones lineales
a) no tenga solucioén;

b) tenga infinitas soluciones;

¢) tenga una Unica solucion;

d) la solucion del sistema tenga X =3.

E J ERCTITCTIO S Y P RO BLEMAS

. mx-y=1 .
Dado el sistema averigua el valor de m para que:
X—my=2m-1

Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones.

2X—-y+z=1
2X+y+z=17 X+y+z+t=0
b) x+2y-z=0
a) X+z=4 C) 2x-3y+2z-8t=0
bx+z2=2
3Xx-2y+z=2 2X+7y+22+2t=0
Sol: S.CD.x=Ly=2;z=3 So|;S.C.|.x:u;y:3t 1;2:{ Sol: S.C.l. x=-4 , y=0 , z=4 , t=0
5 5
X+2y+4z=0
’ 0 X+y+z=1
X+y—-2=
y o y+z+t=1 101 1. 1
d x+y+z=0 ; Sol:SCcD. Xx=0;y=0;z=0 e) Sol:SCD. X==—;y=—;Z==;t==
Xx+y+t=1 3 3 3 3
5x-3y+z=0
X+z+t=1
2x+2y-72=0

Discutir los siguientes sistemas segun los valores del pardmetro y resolverlos en los casos que se indican:

2Xx+y+az=4 2y—-z=a
a X+z2=2 araa=2ya=1 3x-2z=11
) P y b) para a=6
X+y+z=2 y+z=6
Sol: paraa=2S.C.l. y para a=2 S.C.D. 2Xx+y—-4z=a
a=2= x=2-41 , y=0 , z=1 Sol: paraa=6 S.C.D.y para a=6 S.I.
a=l= x=2, y=0, z=0 a=6 = x=5, y=4, 7=2
(a+l)x+y+z=a+1 x+ay—az=0
¢) x+(@+l)yrz=a+3 pparaa=-3ya=1 d) 12x-(a+2)y-2z=0} paraa=2,a=1
x+y+(a+l)z=-2a-4 ax—-2y+z=0
Sol: para a=0 S.l., para a=-3 S.C.1., para otros casos S.C.D. Sol: para a=1, a=-6, S.C.I., para otros casos S.C.D.
_ 4432 2+32 a=2= x=0, y=0, z=0
a=-3 > Xx=—— , y=—-— , z=41
3 3 a=l= x=2 , y-2 12
a=1 = x=2,y=4, 7=-6 =3 0 Y= 1=
x+3y -3z =4 X+({t+1)y+tz=t+1
e) 2x-y+z=1 | parak=-2 f)  x+(t+1ly+z=0 fparat=0
3x+2y+kz=5 X+y=1
Sol: para k=-2 S.C.1., para otros casos S.C.D. Sol: para t=0 S.C.1., para t=1 S.1, para otros casos S.C.D.
k=-2 =>x=1, y=1+1 , z=2 t=0= x=1-1 , y=21 , z=-1

Un cajero automatico contiene sélo billetes de 10, 20 y 50 euros. En total hay 130 billetes con un importe de 3000 €.
a) ¢Es posible que en el cajero haya el triple nimero de billetes de 10 que de 50?
b) Suponiendo que el numero de billetes de 10 es el doble que el niamero de billetes de 50, calcula cuantos billetes
hay de cada tipo. (Selectividad Junio 2008)

Sol.: @) No es posible.
b) De 10 euros, 80 hilletes, de 20 euros, 10 billetes y de 50 euros, 40 billetes.

Escribir un sistema de 3 ecuaciones con dos incognitas de modo que:
a) rg(A)=2, rg(A*)=3 ;

b) rg(A)=2, rg(A*)=2 ;
¢) rg(A)=1, rg(A*)=2 ;
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BLOQUE I1: NGmeros y Algebra Tema 8: Sistemas de ecuaciones lineales
d) rg(A)=1, rg(A*)=1 ;
e) rg(A)=2, rg(A*)=1.

2 0 5)(x) (-2 (5
[5]Resuelve | 1 1 —2||y|+| 2 |=|0| (Selectividad Junio 2006) Sol. :
11 1)lz) 3] |2

1, y=-1, z

1

-2 1 X 1
@ Resuelve el sistema de ecuaciones: | 1 -4 -2|-|y|=| 0
-1 -6 -5)\(z -1
3x+2y-5z2=1
Considera el sistema de ecuaciones: 4x+y—-2z=3
2x—-3y+az=»hb
a) Determinaay b sabiendo que el sistema tiene infinitas soluciones
b) Resuelve el sistema resultante. Sol.:a)a=44/ y b=5  b) x=2% y=1“5*5 2=

X+ Ay +(A-1)z=1
Considera el sistema de ecuaciones: y+z=1
2X+y—z=-3
a) Halla todos los posibles valores del parametro A para los que el sistema correspondiente tiene al menos dos
soluciones distintas.
b) Resuelve el sistema para los valores de A obtenidos en el apartado anterior.

c) Discute el sistema para los restantes valores de A .
Sol.:a) 21=3 b) x=2-2 , y=1-2 , z=4 c)para i1=3 Sistema Incompatible

X+ky+z=0
@ Discute y resuelve el siguiente sistema segln los valores de K : kx+y+z=0
X+y+kz=0
Sol.:Si k=1 S.C. 1., x==A-u , y=4 , z=p
Si k=-2S.C.l..,, x=4 , y=21 , z=2

Si K#1yk#-2S.C.D.; x=0 , y=0 , z=0

ax+y+z=4
Considera el sistema de ecuaciones: x-ay+z=1
X+y+z=a+2
a) Resuélvelo para el valor de a que lo haga compatible indeterminado.
b) Resuelve el sistema que se obtiene para a=-2.  (Selectividad Septiembre 2007)
Sol.: @) paraa=-1, x=-3% , y:5_22/1 cz=2; by x="4  y=1, =Y

1 1 1
Considera la matriz A=l m m? m?
m m m?

a) Halla los valores del pardmetro m para los que el rango de A es menor que 3. (Selectividad Junio 2008)
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BLOQUE I1: NGmeros y Algebra Tema 8: Sistemas de ecuaciones lineales

X 1
b) Estudia si el sistema A-|y|=|1]| tiene solucion para cada uno de los valores de m obtenidos en el apartado
z 1

anterior.
Sol.:a) m=0 , m=1;b)Param=0 S.I. y param=1S.C. I.

. . 2Xx—-y+3z=1| . . . -
Sabemos que el sistema de ecuaciones Y } tiene las mismas soluciones que el que resulta al afiadirle la

X+2y—2=2
ecuacion ax+y+7z=7:

a) Determina el valor de a.
b) Calcula la solucién del sistema inicial de dos ecuaciones, de manera que la suma de los valores de las incognitas
seaigual a launidad.  (Selectividad Septiembre 2008)

Sol.-a)a=8;b) x=6 , y=% , 2=

X—ay=2
Dado el sistema de ecuaciones lineales y } se pide:
ax—y=a+l

a) Discutir el sistema segun los valores del parametro a . Resolverlo cuando la solucidn sea Unica.

b) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene una solucién en laque y =2.

Un pais importa petroleo de tres clases (hormal, extra y super), procedente de los paises O, I, y L. En la siguiente

tabla se indica la cantidad de barriles (en miles) importados de cada pais y el importe de las respectivas facturas pagadas

(en miles de délares). Halla el precio por barril de cada clase de petréleo.

Normal | Extra | Shper | Importe

@) 25 ) 5 675
I 10 30 2 830
L 10 8 16 740

Una granja contiene 56 animales entre conejos, gallinas y patos. El total de patas se cuenta por 158 y el de picos por

33. ¢ Cuantos animales de cada tipo hay?

En una reunidn, cierta parte de los presentes esté jugando, otra parte esta charlando, y el resto, bailando. Més tarde, 4

dejan el juego por el baile, 1 la charla por el juego y 2 el baile por la charle, con lo cual, el nimero de personas que esta

en cada grupo es el mismo. ¢Cuantas personas componen la reunion?

:’j, B=(2 1)y cz(;l _62]

a) Halla, si existe, la matriz inversa de AB +C..

Considera las matrices A :(

X X
b) Calcula, si existen, los nimeros reales X e y que verifican: C( ]:3[ ]
y y
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